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MỞ ĐẦU

Năm 2015, Simone Bottger trong luận án tiến sĩ của mình “Monoids with

absorbing elements and their associated algebras” [3] đã giới thiệu khái niệm

binoid và đại số binoid mở rộng, khái niệm vị nhóm, đại số vị nhóm: Cho R là

vành giao hoán, cho M là một vị nhóm với phép cộng. Phần tử a ∈M thỏa mãn

a + b = a, với mọi b ∈ M được gọi là phần tử hút (absorbing element). Phần tử

như vậy nếu tồn tại là duy nhất và được ký hiệu là ∞. Một vị nhóm có phần tử

hút được gọi là một binoid. Đại số kết hợp với binoid được gọi là đại số binoid

của M, ký hiệu là R[M ] và được xác định là đại số thương

R[M ] := RM/(X∞),

trong đó RM =
⊕

a∈M RXa là đại số vị nhóm, (X∞) là iđêan của RM sinh bởi

X∞. Như vậy, đại số binoid là mở rộng của đại số vị nhóm. Đại số binoid là vành

thương của đại số đa thức bởi iđêan đơn thức hoặc iđêan nhị thức sinh bởi các

nhị thức thuần túy (pure difference binomial). Nhắc lại giả sử S = R [x1, . . . , xn] ,

n ≥ 1 là vành đa thức, đa thức dạng xa11 x
a2
2 ...x

an
n , ai ∈ N, i = 1, n được gọi là một

đơn thức, đa thức dạng

axa11 x
a2
2 ...x

an
n − bxb11 x

b2
2 ...x

bn
n ; a, b ∈ R, ai, bi ∈ N

được gọi là một nhị thức, nhị thức mà a, b ∈ {0; 1} gọi là nhị thức thuần túy.

Các đại số binoid là đối tượng chính trong Tổ hợp, Đại số giao hoán và hình học

đại số. Các đại số phải kể đến là: Vành tọa độ của đa tạp affin (xạ ảnh), vành

Stanley-Reisner, vành Toric.
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Mục đích của luận văn là tìm hiểu về binoid và đại số binoid theo hai tài liệu

chính [2], [3].

Luận văn bao gồm 2 chương.

Chương 1 tìm hiểu về binoid, đồng cấu binoid, tập sinh binoid, một số lớp

binoid đặc biệt, tích smash, tác động binoid trên tập định điểm, địa phương hóa

và iđêan trong binoid giao hoán.

Chương 2 tìm hiểu về đại số và đại số binoid, iđêan trong đại số binoid, cấu

trúc môđun của đại số.
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Chương 1

Binoid

1.1. Binoid và đồng cấu binoid

Phần này giới thiệu định nghĩa binoid và một số tính chất của binoid. Trong

luận văn ta luôn quy ước R là vành giao hoán có đơn vị.

Định nghĩa 1.1.1. (1) Một nửa nhóm (M, ∗) là một tập hợp M và phép toán ∗
kết hợp.

∗ : M ×M →M (a, b) 7→ a ∗ b

Một vị nhóm (M, ∗, e) là một nửa nhóm tồn tại phần tử e thỏa mãn

a ∗ e = e ∗ a = a với mọi a ∈M.

Một phần tử như vậy được gọi là phần tử đơn vị của M và phần tử đơn vị luôn

là duy nhất.

(2) Một vị nhóm con của vị nhóm M là một nửa nhóm con có chứa phần tử

đơn vị của M. Trong phép toán cộng, phần tử đơn vị sẽ được ký hiệu là 0 và

trong phép toán nhân ta ký hiệu là 1.

(3) Một phần tử a ∈ M trong nửa nhóm là phần tử hút (absorbing) nếu

a ∗ x = x ∗ a = a với mọi x ∈M . Một phần tử hút luôn là duy nhất nếu tồn tại.

(4) Một binoid (M, ∗, e, a) (nửa binoid (M, ∗, a)) là một vị nhóm (hay nửa

nhóm) với một phần tử hút a. Một binoid con (nửa binoid con) của M là một vị

nhóm con (hay nửa nhóm con) của M chứa phần tử hút của M . Trong phép toán

cộng, phần tử hút sẽ được ký hiệu bằng ∞ và trong phép toán nhân ta ký hiệu

là 0. Theo định nghĩa, nửa binoid và vị nhóm luôn là tập khác rỗng, đặc biệt các

binoid cũng vậy.
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Ta ký hiệu tập các binoid là B và tập các binoid giao hoán là comB.

Trong suốt luận văn này, nếu không nói gì thêm thì mọi binoid sẽ được trang

bị phép toán cộng (kể cả binoid không giao hoán). Hơn nữa, trừ khi có sự nhầm

lẫn, chúng ta viết tắt là:

na = a+ . . .+ a và nA = {a1 + . . .+ an | ai ∈ A} ,

với n ∈ N, a ∈M,A ⊆M, 0a = 0 và 0A = ∅.

Ví dụ 1.1.2.

(1) Binoid {∞}, tức là 0 =∞ được gọi là binoid không và binoid {0,∞} được
gọi là binoid tầm thường

(2) Thêm phần tử hút ∞ vào vị nhóm giao hoán (Nn,+, (0, . . . , 0)) , n ≥ 1,

bằng cách xác định k +∞ =∞ tạo ra một binoid, ký hiệu là (Nn)
∞
.

(3) Cho (R,+, ·) là một vành. Khi đó (R, ·) là một binoid.

Ví dụ 1.1.3. Cho V là tập tùy ý. Tập lũy thừa P (V ) là tập các tập con của V.

Khi đó ta có hai binoid sau:

P (V )∩ = (P (V ),∩, V,∅) và P (V )∪ = (P (V ),∪,∅, V )

Ta có P (∅) tạo ra binoid không và P ({1}) là binoid tầm thường. Nếu V là hữu

hạn, chúng ta viết tắt P ({1, . . . , n}) = Pn, n ≥ 1 và viết Pn,∩ và Pn,∪ cho các

binoid tương ứng. Các binoid con của P (V )∩ và P (V )∪ được cho bởi các tập hợp

con M ⊆ P (V ) chúng là đóng đối với phép toán ∪ và ∩, lần lượt chứa ∅ và V .

Nếu M là một binoid con của P (V )∪ (tương ứng P (V )∩), thì

M c = {U c | U ∈M} ,

trong đó U c = V \ U là phần bù của U , là một binoid con của P (V )∩ (tương

ứng P (V )∪) vì U
c ∪W c = (U ∩W )c (tương ứng U c ∩W c = (U ∪W )c ) với mọi

U, W ⊆ P (V ). Đặc biệt, mọi topo T =
{
U | U ⊆ V mở

}
trên tập khác rỗng V

xác định các binoid giao hoán liên quan đến phép hợp và phép giao, cụ thể là

(T ,∩, V,∅) = T∩ và (T ,∪,∅, V ) = T∪, cũng như tập hợp tất cả các tập đóng

T c = {U c | U ∈ T } . Các binoid P (V )∪ và P (V )∩ sinh từ tôpô rời rạc trên V và

binoid do tôpô tầm thường trên V chính là binoid tầm thường {V,∅}.
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Định nghĩa 1.1.4. Nửa binoid và vị nhóm thành lập bằng thêm một phần tử

hút và một phần tử đơn vị vào một nửa nhóm M sẽ được ký hiệu lần lượt là M∞

và M0. Nếu M chứa phần tử hút, chúng ta viết M• = M \ {∞} .

Định nghĩa 1.1.5. Một tập định điểm (pointed set) (S, p) là tập S có phần tử

đặc biệt p ∈ S. Một ánh xạ (S, p)→ (T, q) của các tập hợp điểm với p 7→ q được

gọi là ánh xạ định điểm (pointed map). Tập hợp tất cả các ánh xạ định điểm

S → T sẽ được ký hiệu là mapp 7→q (S, T ) . Trong trường hợp T = S và p = q,

chúng ta chỉ cần viết mapp S. Tập mapp S là một binoid với phép hợp thành ánh

xạ S → S. Phần tử đơn vị được cho bởi idS và phần tử hút xác định bởi ánh xạ

không đổi cp : s 7→ p, s ∈ S.

Trong phần tiếp theo, chúng ta sẽ chỉ ra rằng mọi binoid có thể nhúng vào một

binoid gồm các ánh xạ (
mapp S, ◦, idS, cp

)
.

Đặc biệt, ta có một tập hợp M là một vị nhóm nếu và chỉ nếu nó là một nửa

nhóm định điểm (M, 0) với tính chất bổ sung của phần tử đơn vị 0. Tương tự,

nửa binoid M là một nửa nhóm định điểm (M,∞) với tính chất xác định của∞.

Khi quan sát điều này, một binoid M có thể được coi là một tập hợp định điểm

(M, p) theo hai cách khác nhau: Một tập hợp định điểm với p = 0 hoặc như một

tập hợp định điểm với p =∞.

Tích và tổng trực tiếp của một họ (Si, pi)i∈I của các tập định điểm cũng là một

tập định điểm với phần tử (pi)i∈I và chúng trùng nhau nếu và chỉ nếu I là hữu

hạn; trong trường hợp này, chúng ta ký hiệu
⊕

i∈I Si thay vì
∏

i∈I Si. Tương tự

các cấu trúc khác, ta có các khái niệm tổng, tích các binoid.

Định nghĩa 1.1.6. Cho M và N là binoids (hoặc nửa binoid). Một ánh xạ

ϕ : M → N là một đồng cấu binoid (nửa binoid) nếu nó là một đồng cấu (nửa

nhóm) và ϕ(∞M) = ∞N . Hơn nữa, chúng ta gọi ϕ là một đơn cấu hoặc phép

nhúng nếu nó là đơn ánh, là một toàn cấu nếu nó là toàn ánh, là một đẳng cấu

nếu nó là song ánh, khi đó ta viết M ∼= N. Tập imϕ = ϕ (M) là ảnh của ϕ và

tập ker(ϕ) = {a ∈M | ϕ (a) =∞N} là hạt nhân của ϕ . Tập hợp tất cả các đồng

cấu binoid từ M đến N được ký hiệu là hom(M,N)
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